Clasa a IX-a

Problema 1. Se considera hexagonul ABCDFEF si punctele M, N, P, Q, R, S —
mijloacele laturilor [AB], [BC|, [CD], [DE], [EF], respectiv [FA].
Aritati ca NR? = MQ? + PS? daca si numai dacd MQ_LPS.
Laurentiu Panaitopol

Solutie. Observam ca

NR=NB+BA+AF+FR=NC+CD+DE + ER,
2NR = BA+ AF + CD + DE.

9P% = CB + BA + DE + EF,
oM@ = BC + CD + AE + FE,
deunde]@z]\@—l—ﬁ ............................................................. 4p

—

Consideram acum un triunghi (eventual degenerat) XY Z cu XY = M (qj, ﬁ = ﬁ si
avem ﬁ = ]V?E In acest triunghi relatia NR? = MQ?+PS? revinela X 72 = XY?+Y 72,
ceea ce are loc daca si numai daca XY 1Y Z ie. MQLPS......... ... ... ... .. 3p

deci

Analog deducem

Problema 2. Determinati functiile f : Z — Z care verifica relatia
2014f (f (z)) +2013f (x) = x, oricare ar fi z € Z.
Petre Gutescu, Tulcea

Solutie. Observam ca functia data de f(z) = —x convine ......... ...t 1p
Adunand f(x) in ambii membri obtinem

f(@) + 2 =2014(f(f(2)) + f(x)).

Daca inlocuim in relatia anterioara pe x cu f (x) rezulta
(@) + f (2) = 2014 (f (f (f (2))) + f (f (x))) deci
f (@) + 2 =2014° (f (f (f (2))) + f (f (2))).

Repetand procedeul va rezulta ca

f(x)—i—x:2014”<(fofo...of)(a:)+(fofo...of)(a:)).

de n+1 ori de n ori

Din ultima relatie concluzionam ca
2014" | f (z) + =,

pentru orice numar natural nenul n, prin urmare este necesar ca f (z) + x = 0, de unde
f(x)=—z,oricare ar fl @ € Z. .. ... 2p

Abordare alternativa. Daca pentru a € Z definim sirul (ay,)p>0 prin ap = a, an+1 = f(an),
atunci 2014a,41 + 2013a, = a,—1 pentru n > 1. Din recurenta liniara rezulta ca exista
constantele A, B astfel incat a, = A(=1)" + B(g557)",Vn € N, iar observatia ci a, este
intreg oricare ar fi n implica B = 0. Deducem a; = —ayp, adica f(a) = —a.

Problema 3. Aratati ca pentru orice numere a, b, c € (0,1) are loc inegalitatea
1 n 1 n 1 S 1 n 1 n 1
1—a?2 1-0® 1—-c2"1—ab 1-bc 1—ca

Dorel Tigau, Tulcea




Solutie. Din inegalitatea mediilor avem succesiv

1 1 2 2
+ > =
l—a? 1-0"7 /(1—a?)(1-0%) /1+a20%— (a2 +b?)
...................................................................................... 3p
1 1 2 2 2
> = = 1

1—a2+1—62_\/1+a2b2_2ab lab—1] 1—ab (1)
...................................................................................... 2p
Sumand ciclic cele trei inegalitati de tipul (1), rezulta concluzia. .................... 2p

Abordare alternativa. Inegalitatea (1) se poate demonstra si direct, sau se poate folosi
1 n 1 S 2 S 2
1—a? 1—62_1_#_1—@'

Problema 4. Pentru o secventa s = (a1, as,...,a,) de n > 2 numere reale vom numi
succesorul acesteia secventa s’ = (a1, a1+az, ag, as+as,as, ..., an—1, @n—1+an, ay), obtinuta
prin adaugarea intre orice doi termeni consecutivi ai secventei s a sumei acestora. De
exemplu, pornind de la secventa s = (3,5) obtinem succesorul s’ = (3,8, 5), care, la randul
lui, are succesorul s” = (3,11, 8,13,5), etc.

Daca formam sirul de secvente (sy),>1 In care s; = (1,2,3,...,1000) si sp41 este succe-
sorul lui s, pentru n > 1, aflati numarul aparitiilor lui 2000 in secventa s1ggo.

Solutie. Vom considera perechile (a,b) de termeni consecutivi ai fiecarei secvente s,
n > 1 (luati in ordinea in care apar in secventa respectiva). Observam inductiv ca orice
astfel de pereche este alcatuitd din numere naturale nenule distincte, prime intre ele; in
continuare vom considera numai astfel de perechi. ................ ... ... ... ... ... 2p

S& studiem in ce conditii apare perechea (a,b) in secventa s,, n > 2. Observam ca
aceasta se petrece daca si numai daca in secventa s,_1 apare perechea (a —b,b) daca a > b,
respectiv (a,b — a) dacd b > a. Asocierea A : (a,b) — («,3) Intre o pereche (a,b) a
secventei s,, n > 2 si perechea («, 3) (a secventei s,,—1) din care provine (a,b) corespunde
unui pas din algoritmul lui Euclid aplicat pentru aflarea celui mai mare divizor comun al
numerelor a,b. Considerand ca algoritmul constand in aplicarea repetata a lui A se opreste
cand ajungem prima oara la o pereche cu o componenta 1, deducem ca:

e daca algoritmul se opreste dupa k pasi la o pereche de forma (1,m), m > 2, atunci
perechea (a,b) apare exact o data, si anume in secventa si.,,,—1 (deoarece perechea (1,m)
apare exact o data, si anume in secventa $,,—1);

e daca algoritmul se opreste dupa k pasi la o pereche de forma (m,1), 2 < m < 999,
atunci la pasul precedent a fost perechea (m,m+ 1), iar (a, b) apare exact o data, si anume
in secventa sx_1 (deoarece perechea (m,m + 1) apare exact o data, si anume in secventa

s1);
e daca algoritmul se opreste la o pereche de forma (m, 1), m > 1000, atunci perechea
(a,b) nu apare niciodata (deoarece perechea (m, 1) nu apare niciodata). .............. 2p
Constatam astfel ca 2000 apare in s1ggp de tot atatea ori de cate ori apar in s1, s9, . . . , S9g9

perechi (a,b) cu a + b = 2000:

e perechea (1,1999) apare in sjgg8, iar perechea (1999, 1) nu apare deloc;

e deoarece daca a,b > 2 oprirea algoritmului descris anterior se produce dupa cel mult
“TH’ iterari ale lui A (fiecare iterare scade suma termenilor perechii cu 2), iar aplicarea
algoritmului unei astfel de perechi nu se poate termina cu o pereche de forma (m, 1) cu
m > 1000 (ar rezulta ca perechea precedenta ar fi (m + 1,m), cu 2m + 1 < 2000), reiese ca
fiecare astfel de pereche apare.

Astfel, numarul de aparitii ale lui 2000 in s1gp0 este ©(2000) —2 =23 .52 .4 — 2 = 798.

.................................................................................... 3p



